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理工数学一试题详解及评析 
一、 填空题 

(1) ( )
2

sin
0

lim 1 3 x
x

x
→

+ =      . 

【答】  6e . 

【详解 1】 用第二类重要极限: 

( ) ( )
6

2 1 sin 6sin 3
0 0

lim 1 3 lim 1 3 .
x
x

x x
x x

x x e
→ →

⎧ ⎫+ = + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

【详解 2】  化为指数函数求极限: 

    ( ) ( ) ( )
0 0

6ln 1 322 lim ln 1 3 lim 6sin 3sin
0

lim 1 3 .x x

x
x

x xx
x

x e e e→ →

+
+

→
+ = = =  

(2)
2

0 2cos
x

d x t dt
dx

=∫      . 

【答】 
2

0 2 2 4cos 2 cos
x

t dt x x−∫ . 

【详解】  

( ) ( ) ( )2 2 2

2

0 0 0 22 2 2 2

0 2 2 4

cos cos cos cos 2

                       cos 2 cos .

x x x

x

d dx t dt x t dt t dt x x x
dx dx

t dt x x

= = + −

= −

∫ ∫ ∫

∫
 

(3)设 ( ) 2,a b c× ⋅ = 则 ( ) ( ) ( )a b b c c a+ × + ⋅ + =⎡ ⎤⎣ ⎦      . 

【答】 4. 

【详解】  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 4.

a b b c c a

a b b c a a b c c a

a b c b c a

a b c a b c

+ × + ⋅ +⎡ ⎤⎣ ⎦
= + × ⋅ + + + × ⋅ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= + × + × ⋅

= × ⋅ + × ⋅ =

 

(4)幂级数
( )

2 1

1 2 3
n

nn
n

n x
∞

−

= + −
∑ 的收敛半径 R＝     . 

【答】 3.  

【详解】 令
( )

2 1,
2 3

n
n nn

na x −=
+ −

  则当  1 21lim 1
3

n

n
n

a
x

a
+

→∞
= < 时， 



即
2 3,x <  也即 3x < 时，此幂级数收敛， 

因此 收敛半径为 3.  

(5)设三阶方阵A、B 满足关系式： -1A BA = 6A+ BA,且

1 0 0
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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A = 则 =B      . 

【答】

3 0 0
0 2 0
0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

【详解】  在已知等式 -1A BA = 6A+ BA两边右乘以 -1A ，得 

A-1B = 6E + B,  

于是 ( )
1

11

2 0 0 3 0 0
6 6 0 3 0 0 2 0 .

0 0 6 0 0 1

−

−−
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B A E  

 

二、选择题 

（1） 设有直线
3 2 1 0

:
2 10 3 0
x y z

L
x y z
+ + + =⎧

⎨ − − + =⎩
及平面 : 4 2 2 0,x y zπ − + − = 则直线 L 

（A）平行于 .π                       （B）在π 上. 

（C）垂直于 .π                       （D）与π 斜交. 

【 】 

【答】  应选（C）. 

【详解】  直线 L的方向向量 s为 

{ } { } { }1,3, 2 2, 1, 10 1 3 2 7 4, 2,1
2 1 10

i j k
s = × − − = = − −

− −
 

与平面π 的法向量 { }4, 2,1n = − 平行，应此直线 L垂直于 .π  

（2） 设在 [ ]0,1 上 ( )'' 0,f x > 则 ( ) ( ) ( ) ( )' '0 1 1 0f f f f−、 、 或 ( ) ( )0 1f f− 的大小

顺序是 

(A) ( ) ( ) ( ) ( )' '1 0 1 0 .f f f f> > −           (B) ( ) ( ) ( ) ( )' '1 1 0 0 .f f f f> − >  



 (C) ( ) ( ) ( ) ( )' '1 0 1 0 .f f f f− > >           (D) ( ) ( ) ( ) ( )' '1 0 1 0 .f f f f> − >  

【 】 

【答】  应选（B）. 

【详解】 由 ( )'' 0,f x > 知 ( )'f x 单调增加，又 

( ) ( ) ( )( ) ( )'1 0 1 0    0 1 ,f f f ξ ξ− = − < <  

根据 ( ) ( ) ( )' ' '0 1f f fξ< < 知， 

( ) ( ) ( ) ( )' '0 1 0 1 .f f f f< − <  

可见正确选项为(B). 

（3）设 ( )f x 可导， ( ) ( )( )1 sin ,F x f x x= + 则 ( )0 0f = 是 ( )F x 在 0x = 处可导的 

（A）充分必要条件.                      （B）充分条件但非必要条件. 

（C）必要条件但非充分条件.              （D）既非充分条件又非必要条件. 

【 】 

【答】 应选（A）. 

【详解】  因为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

'
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          0 0 ,
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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          0 0 ,
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可见， ( )' 0F 存在⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' '0 0 0 0 0 0 0 0.F F f f f f f− += ⇔ − = + ⇔ =  

因此正确选项为（A）. 

(4)设 ( ) 11 ln 1 ,n
nu

n
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

则级数 
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∞

=
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=
∑ 都收敛.            （B）

1
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=
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∞

=
∑ 都发散. 

  （C）
1

n
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u
∞

=
∑ 收敛而
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∞

=
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1
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=
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=
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【 】 

【答】  应选（C）. 

【详解】  因为
1ln 1nv
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

单调递减 且 lim 0,nn
v

→∞
=  

由莱布尼茨判别法知级数 ( )
1 1

1 n
n n

n n
u v

∞ ∞

= =

= −∑ ∑ 收敛， 

而
2 2 1 1ln 1 ~ ,nu

nn
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

且
1

1
n n

∞

=
∑ 发散， 

因此
2

1
n

n
u

∞

=
∑ 也发散. 

故正确选项为（C）. 

(5)设
11 12 13 21 22 23

21 22 23 11 12 13 1

31 32 33 31 11 32 12 33 13
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a a a a a a
a a a a a a
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A = B P  

2

1 0 0
0 1 0
1 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，则必有 

（A） 2 .=1AP P B                             (B) .=A B2 1P P  

 (C) .=1 2P P A B                               (D) .=2 1P P A B  

【 】 

【答】  应选（C）. 

【详解】  1P 是交换单位矩阵的第一、二行所得初等矩阵， 2P 是将单位矩阵的第一行加到第

三行所得初等矩阵，而B是由 A先将第一行加到第三行，然后再交换第一、二行两次初等交

换得到的，因此 .=1 2P P A B  

故正确选项为（C）. 

 

三、(1)设 ( ) ( )2, , , , , 0, sin ,yu f x y z x e z y xϕ= = = 其中 f ϕ、 都具有一阶连续偏导数，且

0,
z
ϕ∂
≠

∂
求 .du

dx
 

【详解】  等式 ( ), ,u f x y z= 两边同时对 x求导，得 

,du f f dy f dz
dx x y dx z dx

∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

 



而 cos .dy x
dx

= 又等式 ( )2 , , 0yx e zϕ = 两边同时对 x求导，得 

' ' '
1 2 32 0,y ydy dzx e e

dx dx
ϕ ϕ ϕ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

解得 ( )' '
1 2'

3

1 2 cos ,ydz x e x
dx

ϕ ϕ
ϕ

= − +  

故 ( )' sin '
1 2'

3

1cos 2 cos .xdu f f fx x e x
dx x y z

ϕ ϕ
ϕ

∂ ∂ ∂
= + − +
∂ ∂ ∂

 

（2）设函数 ( )f x 在区间[ ]0,1 上连续，并设 ( )
1

0
,f x dx A=∫ 求 ( ) ( )

1 1

0
.

x
dx f x f y dy∫ ∫  

【详解 1】  交换积分次序，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0 0
,

y x

x
dx f x f y dy dy f x f y dx dx f y f x dy= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

0 0 0 0

1 1
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1 1

0 0

1
2
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2
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x

x x
dx f x f y dy dx f x f y dy dx f x f y dy

dx f x f y dy

f x dx f y dy

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

=

= ⋅

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

21 .
2

A=  

【详解 2】  分部积分，得 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
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1 1 1 1
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0 1

1 1 12
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2 12 2 2
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A f t dt A A

= ⋅

=
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∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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四、（1）计算曲面积分 ,zdS
∑
∫∫ 其中∑ 为锥面

2 2z x y= + 在柱体
2 2 2x y x+ ≤ 内的部分. 

【详解】  因为
22

1 2 ,z zdS d d
x y

σ σ
⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是 



2cos2 2 2 32 2
0 0

2

162 2 2 cos
3

32          2.
9

D

zdS x y d d r dr d
π πθ

πσ θ θ θ
−

= + = =
∑

=

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫
 

（2）将函数 ( ) ( )1 0 2f x x x= − ≤ ≤ 展开成周期为 4的余弦级数. 

【详解】  因为 

   

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

0 0

2 2

0 0

2

2 20

2 1 0,
2
2 21 cos 1 sin
2 2 2

2 4   sin 1 1 , 1, 2, .
2

n

n

a x dx

n x n xa x dx x d
n

n x dx n
n n

π π
π

π
π π

= − =

= − = −

⎡ ⎤= − = − − =⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫

 

故  ( ) ( ) [ ]2 2
1

1 14 , 0, 2 .
2

n

n

n xf x cos x
n

π
π

∞

=

− −
= ∈∑  

 

五、设曲线 L位于 xOy平面的第一象限内，L上任一点M 处的切线与 y轴总相交，焦点记为

.A 已知 ,MA OA= 且 L过点
3 3, ,
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

求 L的方程. 

【详解】 设点M 的坐标为 ( ),x y ，则切线MA的方程为 

( )' .Y y y X x− = −  

令 0,X = 则
' ,Y y xy= − 故点 A的坐标为 ( )'0, y xy− . 

由 ,MA OA= 有 

( ) ( )22' '0 ,y xy x y y xy− = − + − +  

化简后，得 

' 212 ,yy y x
x

− = −  

令
2z y= ，得 

1 ,dz z x
dx x

− = −  

解得  ( ) ,z x x c= − + 即  2 2 .y x cx= − +  

由于所求曲线在第一象限内，故
2 .y cx x= − 再以条件

3 3
2 2

y ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

代入得 3.c = 于是所求曲



线方程为 

( )23      0<x<3 .y x x= −  

 

六、设函数 ( ),Q x y 在 xOy平面上具有一阶连续偏导数，曲线积分 ( )2 ,
L

xydx Q x y dy+∫ 与

路径无关，并且对任意 t恒有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ),1 1,

0,0 0,0
2 , 2 , ,

t t
xydx Q x y dy xydx Q x y dy+ = +∫ ∫  

求 ( ),Q x y . 

【详解】  由曲线积分与路径无关的条件知
( )2

2 ,
xyQ x

x y
∂∂

= =
∂ ∂

于是有 

( ) ( )2, ,Q x y x C y= +  

其中  ( )C y 为待定函数.又 

          
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

,1 1 12 2

0,0 0 0

1, 2

0,0 0 0

2 , ,

2 , 1 ,

t

t t t

xydx Q x y dy t C y dy t C y dy

xydx Q x y dy C y dy t C y dy

⎡ ⎤+ = + = +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ = + = +⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

由题设知 

          ( ) ( )
12

0 0
,

t
t C y dy t C y dy+ = +∫ ∫  

两边对 t求导得 

          ( )2 1 ,t C t= +  

于是  ( ) 2 1,C t t= − 从而 ( ) 2 1,C y y= −  

故有      ( ) 2, 2 1.Q x y x y= + −  

 

七 、 假 设 函 数 ( )f x 和 ( )g x 在 [ ],a b 上 存 在 二 阶 导 数 ， 并 且

( ) ( ) ( ) ( ) ( )'' 0, ,g x f a f b g a g b≠ = = = 试证： 

（1） 在开区间 ( ),a b 内 ( ) 0;g x ≠  

（2） 在开区间 ( ),a b 内至少存在一点 ,ξ 使 ( )
( )

( )
( )

''

'' .
f f
g g
ξ ξ
ξ ξ

=  

【详解】 （1）用反证法：若存在点 ( ),c a b∈ 使 ( ) ,g c 则对 ( )g x 在 [ ],a c 和[ ],c b 上分别应



用罗尔定理，知存在 ( )1 ,a cξ ∈ 和 ( )2 , ,c bξ ∈ 使 ( ) ( )' '
1 2 0.g gξ ξ= =  

再对 ( )'g x 在 [ ]1 2,ξ ξ 上应用罗尔定理，知存在 ( )3 1 2, ,ξ ξ ξ∈ 使 ( )''
3 0.g ξ = 这与题设

( )'' 0g x ≠ 矛盾，故在 ( ),a b 内 ( ) 0.g x ≠  

（3） 令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ,F x f x g x g x f x= − 则 ( )F x 在[ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内可导，且

( ) ( ) 0,F a F b= = 根据罗尔定理知，存在 ( ), ,a bξ ∈ 使 ( )' 0,F ξ =  

即有    ( ) ( ) ( ) ( )'' '' 0,f g f gξ ξ ξ ξ− =  

故得    
( )
( )

( )
( )

''

'' .
f f
g g
ξ ξ
ξ ξ

=  

 

八、设三阶实对称矩阵 A 的特征值为 1 2 31, 1,λ λ λ= − = = 对应于 1λ 的特征向量为

( )1 0,1,1 ,Tξ = 求 A . 

【详解】 设对应于 2 3 1λ λ= = 的特征向量为 ( )1 2 3, , ,Tx x xξ = 根据 A为实对称矩阵的假设知

1 0,Tξ ξ = 即 2 3 0,x x+ = 解得 

( ) ( )2 31,0,0 , 0,1, 1 .T Tξ ξ= = −  

于是由   ( ) ( )1 2 3 1 1 2 2 3 3, , , , ,ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ ξ=A  

有   

 

( )( ) 1
1 1 2 2 3 3 1 2 3

1

, , , ,

0 1 0 0 1 0 1 0 0
  1 0 1 1 0 1 0 0 1 .

1 0 1 1 0 1 0 1 0

λξ λ ξ λ ξ ξ ξ ξ −

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A =

 

 

九、设 A是 n阶矩阵，满足 T =AA E（ E是 n阶单位阵， TA 是 A的转置矩阵， 0,<A 求

A+ E . 

【详解】  根据 T =AA E有 

( ) ,= = = =T TA+ E A+ AA A E + A A E + A A A+ E  

于是 ( )1 0.− =A A+ E  



因为1 0,− >A 故 0.=A+ E  

 

十、填空题 

（1）设 X 表示 10次独立重复射击命中目标的次数，每次射中目标的概率为 0.4，则 2X 的数

学期望 ( )2E X =      . 

【答】  18.4. 

【详解】 由题设知， X 服从 10, 0.4n p= = 的二项分布， 

因此有 ( ) ( ) ( )4, 1 2.4,E X np D X np p= = = − =  

故 

( ) ( ) ( ) 22 18.4E X D X E X= + =⎡ ⎤⎣ ⎦  

(2)设 X 和Y 为两个随机变量，且 

{ } { } { }3 40, 0 , 0 0 ,
7 7

P X Y P X P Y≥ ≥ = ≥ = ≥ = 则 ( ){ }max , 0P X Y ≥ =      . 

【答】 
5 .
7

 

【详解】 令 { } { }0 , 0 ,A X B Y= < = < 则 

( ){ } ( ){ } { }max , 0 1 max , 0 1 0, 0P X Y P X Y P X Y≥ = − < = − < <  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
{ } { } { }

1 1

0 0 0, 0
4 4 3 5 .
7 7 7 7

P AB P A B

P A P B P AB

P X P Y P X Y

⎡ ⎤= − − = +⎣ ⎦

= + −

= ≥ + ≥ − ≥ ≥

= + − =

 

 

十一、设随机变量 X 的概率密度为 ( ) , 0
0,    0

x

X
e x

f x
x

−⎧ ≥
= ⎨

<⎩
，求随机变量

xY e= 的概率密度

( ).Yf y  

【详解】  根据分布函数的定义，有 

( ) { } ( ) { }
0,                   1

ln , 1
x

Y

y
f y P Y y P e y

P X y y
<⎧

= < = < = ⎨ < ≥⎩
 

于是当 1y ≥ 时， ( ) { }
ln

0
ln .

y x
Yf y P X y e dx−= < = ∫  

因此所求概率密度函数为 



( ) ( )
2

0, 1
1 , 1

Y
Y

y
dF y

f y
ydy

y

<⎧
⎪= = ⎨ ≥⎪⎩

 


